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FUggvenyek hatarérteke,
folytonossago

FUGGVENYEK HATARERTEKENEK ES FOLYTONOSSAGANAK ERTELMEZESE

(NY epougamalpw-Ip|0Iso|oq)




FOggvények hatarerteke:

Bevezetd példak:

X

Hogyan viselkedik az f: R\{5} - R, f(x) =

2
x_55 fOggvény az x, = 5 pont kdrnyezetében?
1,hax # 2

L _ ) -
5 hax = 2 figgvény az x, =2 pont kdrnyezetébens

Hogyan viselkedik az f: R— R, f(x) = {
x+1,hax=>0

Hogyan viselkedik az f:R - R, f(x) = fOggvény az x, =0 pont
—x% hax <0

kdrnyezetében?



Véges helyen vett hatdarérték — Heine-

féele definicio:

Definicid: Legyen az f(x) fUggvény az x, pont kdrnyezetében értelmezve, kivéve esetleg
az x, pontot. Az f(x) fUggvénynek az x, pontban Iétezik a hatdrértéke és ez a hatdrérték
A, ha minden az f fGggvény értelmezési tartomanydabdl vett x,, - x4 (x,, # x,) sorozat
esetén a fuUggvényértékek f(x,) sorozata A-hoz tart.




Véges helyen vett hatdrérték —

Cauchy-féle definicio:

Definicio: Legyen az f(x) fuggvény az x, pont kdrnyezetében értelmezve, kivéve
esetleg az x, pontot. Az f(x) fUggvénynek az x, pontban létezik a hatdrértéke és ez @
hatarérték A, ha minden &(> 0)-hoz létezik olyan §(>0) hogy az f fuggvény
értelmezési tartomdnydnak minden x elemére valahdnyszor |x — x| <6 teljesul,
mindannyiszor |f(x) — A| < e.

Annak jelolése, hogy A az f(x) fliggvény hatarértéke az x, pontban:
lim f(x) = A.

X=X,

=Y

| 10. abra



MUOveletek fuggvenyhatdaréertekekkel:

Tétel: Ha az f(x) és a g(x) fuggvényeknek van hatdrértéke az x, pontban, akkor a két
foggveny ésszegének kUldnbségének, szorzatdnak és hdnyadosdnak is van hatdrértéke
ebben a pontban, és ha lim f(x) = A és hm g(x) =B (x # x,), akkor

lim (F() £ () = A+ B
lim (F) - g(x0)) =4+ B

llmf()—E ahol B # 0.

x—xg 9(x)



Végtelenben vett hatdarérték:

A végtelenben vett figgvényhatarérték fogalmat is kiterjeszthetjik tagabb értelemben
vett konvergensre.

Definicidé: Legyen K olyan valds szdm, amelyre minden x>K esetén f(x) értelmezve van.
Az f(x) fuggvénynek o -ben vett hatdrérteéke A, ha valahdnyszor az értelmezési
tartomdanybdl vett x, » o sorozat esetén, mindannyiszor az f(x,) fUggvényértéekek
sorozata A-hoz tart.

Jel6lés: lim f(x,) = A4
xn—)OO

Definicié: Legyen k olyan valds sz&m, amelyre minden x<k esetén f(x) értelmezve van.
Az f(x) fuggvénynek —owo-ben vetft hatdrértéke A, ha valahdnyszor az értelmezési
tartomdanybdl vett x,, - —co sorozat esetén, mindannyiszor az f(x,) fuggvényértékek
sorozata A-hoz tart.

Jelolés: lim f(x,) =A

Xp——00



FUggvények folytonossaga:

Pontbeli folytonossag létezéséhez harom feltételnek kell teljesdini:
A fUggvény az x,-ban legyen értelmezve.
A figgvenynek az x,-ban legyen hatdrértéeke.

Ez a hatarerték egyezzen meg az f(x,) fuggvenyértekkel.

e

Pontban folytonos figgvény:

Definicio: Legyen f(x) értelmezve x, -ban és annak valamely
kdrnyezetében. Az f(x) fuggvény folytonos az értelemzi tartomdanya x,
pontjdban, ha x,-ban |étezik és véges a hatdrértéke, és ez a hatdrértéek
egyenld a fuggveny x, pontban felvett fGggvényértékével.

lim £() = £(xo)

=<y

15. abra



Tétel: Ha az f(x) és g(x) fuggvények az x, pontban folytonosak, akkor az x, pontban
folytonos lesz az 6sszegUk, a kildnbséguk, a szorzatuk és a hanyadosuk is (amennyiben
a nevezd nem 0).

Nyilt intervallumon folytonos figgvény:
Definicio: Az f(x) fUggvény értelmezési tartomdnydnak nyilt ]Jab[ intervallumdn
folytonos, ha az intervallum minden belsd ponfjdban folytonos.

Mindentt folytonos figgvény:
Definicid: Azokat a fUggvényeket, amelyek az értelmezési tartomdnyuk minden
pontjdban folytonosak, folytonos fUggvényeknek nevezzik.



Olvasmany:

Kordbbi példdinkban mindig az x; = x,+ — és x;, = x; — — soroza-
n n

tokat vizsgéltuk. Rdjuk mindig x; > xy és x, < x teljesiil. Miért ne
vizsgalhatnank kiilon-kiilon is az x,; és x,, sorozatokhoz tartozo fiigg-
vényért€k-sorozatokat?

3.5/A. DEFINICIO: Az f(x) fiiggvénynek val6s x, pontban jobb
oldali hatdrértéke A, ha f értelmezve van
xo valamely I jobb oldali kornyezetében,
és barmely x; € I, x;; — x, sorozat esetén
flxz) = A.

3.5/B. DEFINICIO: Az f(x) fiiggvénynek valos x, pontban bal
oldali hatdrértéke A, ha f értelmezve van
xo valamely I bal oldali kornyezetében,
és barmely x; € I, x; — x, sorozat esetén
f(x;) > A.



Megjegyzés: Mindkét definici6 biztositja, hogy sem x,/, sem x, egyetlen eleme
sem lehet x;. Az A hatarért€k most is lehet oo,

Azért, hogy lassuk, nem Oncélu fogalmakrol van szo, tekintsiik az alabbi
két példat! Ezekben csupan féloldali hatarértéket vizsgalhatunk, ugyanis
a fliggvény a kérdéses pontnak csak egyik oldalan l1étezik.

1. példa

Vizsgaljuk meg az f(x)=+/x —2 fiiggvény viselkedését az x, = 2 pont
kornyezetében.

Megoldas

A fliggvény €rtelmezési tartomanya Dy = [2; o[, tehét a kérdéses pont-
nak csak jobb oldali kornyezetében Vlzsgalhato a fliggvény.

Ha x' — 2, akkor f(x})=./x}-2—0.

A jobb oldali hatarérték A = 0.



2. példa
Mit mondhatunk az f(x)=+/3 — x +1 fiiggvényrél az x, = 3 pontban?

Megoldas
Mivel D, = | —eo; 3], a kérdéses pontban csak bal oldali hatdrérték van.

Ha pedig x, — 3, akkor g(x;))=+3-x, +1—>1.
A fiiggvény bal oldali hatarértéke A = 1.

A féloldali hatarértékek €s a korabban megismert hatarért€k kapcsolatat
mutatja be a kovetkezd tétel.

3.2. TETeEL:  Egy f(x) fiiggvénynek akkor és csak akkor van
egy adott helyen hatarértéke, ha ott a jobb és bal
oldali hatarérték is létezik, és azok egyenldk.



Felhasznalt irodalom:

Mozaik Kiado: SokszinU matematika - Az analizis elemei tankdnyy, 11-12.
evfolyam emelt szint (73-79. oldal és 84-86. oldal)




1.

Versenyfeladatok:

Egy adott foéldterilet feldsdsat hdrom munkds végzi. Eppen elkészilnek a munkdval, ha az
elsé 5 napot, a mdsodik 7 napot, a harmadik 4 napot dolgozik. Akkor is éppen
elkészUinének a munkaval, ha az elsé munkds 7 napot, a mdasodik 9 napot és a harmadik 2
napot dolgozna. Hany napot kellene a munka elvégzéséhez a harmadik munkdsnak
dolgoznia, ha az elsé csak 2 napot, a mdasodik pedig csak 4 napot dolgozna?

HUzzon egy vizszintes egyenest, majd egy erre merdleges fuggdleges egyenest, ezutdn az
utobbira merdleges vizszintes egyenest, és igy tovdabb. Minden Ujabb egyenes legyen
merdleges a kdzvetlen eldtte huzott egyenesre és kUlonbdzzon az dsszes eldzd egyenestdl!
Bizonyitsa be, hogy az eljardst bdarmikor abbahagyva a keletkezé6 metszéspontok szadma
vagy két egymast kdvetd természetes szam szorzatdval vagy egy négyzetszammal egyenld!

Bizonyitsa be, hogy minden x valds szam esetén 2 - |sinx| + 3 - |cosx| = 2! Mikor all fenn
egyenldség?



